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S U M Ã R I O 
O presente trabalho e concernente a integração 
da equaçao do movimento para os meios continues. 
Nele sao apresentadas algumas generalizações 
com base no trabalho de Gurtin sôbre as funções de Tensão, 
as quais, permitem estabelecer um teorema de representa -
ção da solução da equação dinimica no espaç~-tempo. 
A solução estabelecida e uma complementação das 
soluções apresentadas por Beltrami, Maxwell, Morera e 
Truesdel l, tendo como base os teoremas de representação 
estabelecidos por Gurtin. 
ABSTRACT 
The subject of this work is the integration of 
the dynamical equations of continuous media in the space-
time formalism. 
We have stablished a generalization for a n-
dimensional space, of a theorem on stress functions of 
Gurtin's, which enables us to write a representation 
theorem for the solution of the equations of motion in 
space-time. 
i V. 
The solution obtained generalize those given by 
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O presente trabalho tem como principal objetivo 
obter uma integração da equaçao do movimento para os meios 
contínuos, partindo dos teoremas de representação da solu 
çao da equaçao div T = o onde T e campo tensorial de 2a. 
ordem, simétrico e.continuamente derivável certa .-em reg1ao 
do espaço euclidiano n-dimensional, e representa o campo de 
tensões definido sobre um corpo. 
As pesquisas relativas a esta equaçao remontam do 
século XIX com Airy (1863), Maxwell (1870), .Morera (1892) e 
Beltrami (1892), até aos nossos dias com os trabalhos de Mo 
rinaga & Nôno (1950), Truesdell (1959), Gurtin (1963), Sti.e_ 
pes (1967)e muitos outros. 
encontrada em [~]). 
(Uma síntese destas pode ser 
Os resultados aqui apresentados baseiam-se essen 
cialmente no estudo dos trabalhos de Truesdell 1 2 e Gurtin 
2 . 
Em seu artigo, Truesdell 1 apresentou uma solução 
para a equação acima e para a equação do movimento, como re 
sultado da aplicação direta do Teorema do Potencial Vetori 
al ao problema em questão. Restrita ao espaço euclidiano 
(espaço plano) tetradimensional, essa representação da solu 
ção deixa de ser completa no sentido de Gurtin. A falta 
de generalidade ê justificada pelo fato de que o procedime~ 
to usado não considera a natureza da região na qual as ten 
sões são definidas, o que, como veremos, tem implicações di 
retas sobre a forma de representação da solução. 
Seguindo o mêtodo de Truesdell, pôde-se determi 
nar para o espaço euclidiano n-dimensional uma solução idê~ 
tica àquela do espaço tetradimensional. As soluções assim 
determinadas são semelhantes, tanto na estrutura como na 
simetria dos potenciais, ã solução tridimensional de Beltr! 
mi e, porisso serão aqui denominadas por Representação de 
Beltrami. Seguindo quase que fielmente o trabalho de Gur 
tin 
2
, pôde-se sem muito esforço generalizar seus 




Nos trabalhos de pesquisa sobre a equação do movi 
mento concernentes a mêtodos gerais de obtenção de soluções 
3. 
procura-se sempre formulã-las em termos de funções potencl 
ais vetoriais ou tensoriais denominadas de Funções de Ten 
sao. Diz-se que uma solução ê formulada por Funções de 
Tensão, quando esta satisfaz a equação do mov~mento para os 
meios contínuos, em termos de funções potenciais vetoriais 
e tensoriais, juntamente com derivadas parciais destas fun 
ções, possivelmente suplementada por alguma característica 
do espaço particular, dentro do qual estamos considerando 
imerso o corpo. Existem basicamente dois tipos de solu 
çoes por funções de tensão: 
O primeiro tipo ê restrito a um material partl 
cular; ê solução obtida da equação do movimento para ma 
teriais particulares. Como exemplo, pode-se citar as solu 
çoes dos problemas da Elasticidade Linear e da Mecânica Clãs 
sica dos Fluidos. 
O segundo tipo nao se restringe a um material 
particular; a solução ê vãlida para todos os meios contí 
nuos. As soluções do segundo tipo são oriundas dos teore 
mas de representação, cujas hipóteses levam em consideração 
a continuidade dos campos em jogo, a natureza das regiões 
e do espaço particular, não tendo qualquer ligação com o 
funcional constitutivo do material. 
4. 
Logicamente,· se um teorema de representaçio fÕr 
bem estabelecido, a soluçio obtida conterá obrigatoriamente 
todas as soluções do primeiro tipo, ou seja, as soluções es 
peciais. Por exemplo, a conhecida solução de Gurtin: 
para o caso particular de 4> = Q e T = µ(17~ + ll~T), trans 
forma-se em: 
v[µú - 11 2 g + .!. 11(11.g)] + v[µu - 17 2 g + .!. 11(11.g)]T = o, 
- 2 - - 2 - -
a qual e evidentemente satisfeita pela soluçio de Galerkin: 
l 17(17.g) 
2(1-v) 
no caso particular de v = O. 
Este trabalho refere-se a soluções do segundo ti 
po. Uma vez conhecida uma soluçio geral, teremos em mao 
uma verdadeira condiçio de compatibilidade, a qual demarca 
a fronteira do conjunto d~·todas as soluções especiais Pº! 
5 • 
. . s1ve1s. Toda solução da equaçao do movimento, para um ma 
terial ou movimento particular deve satisfazer a solução g~ 
ral; no sentido de que as soluções especiais devam de al 
guma forma, ser obtidas da solução geral por simplificação 
dos potenciais, conforme foi exemplificado. 
6. 
CAPITULO II 
REPRESENTAÇÃO OE BELTRAMI 
PARA O ESPAÇO EUCLIDIANO N-DIMENSIONAL 
2.0 NOTAÇÕES 
2. O. 1 Convenção de Soma 
Usaremos a convençao dos Índices mudos. 
Quando dois Índices se repetirem num mesmo lado 
da expressão, indicarão operação de somatório. Se a letra 
representativa do índice fÕr latina, o conjunto de valores 
do índice sera I =·{1,2,3} ; Se a 1 etra fÕr grega, o 
3 
conjunto de valores sera In = { 1 , 2, ... n}. onde n e a 
dimensão do espaço. 
2.0.2 Notação Componente e Intrínseca 







A l!.11!.2 ••• l!.n 
••• l!.p 
Campo Tensorial A -
ou: l!. 
p+l. • • l!.n 
onde os índices elevados significam o carãter contravarian 
te e, os índices rebaixados o carãter covariante. 
2.0.3 Espaço Euclidiano 
Denotar-se-ã por [n, o espaço euclidiano (com cur 
vatura de Riemann nula) n-dimensional; 
d i m [n = n 
2.0.4 Espaço vetorial e espaço dos tensores de 2a. 
ordem. 
8. 
O espaço Euclidiano Translaçio de [n sera de 
notado por \V; seus elementos são vetores no sentido clãs 
sico. O espaço dos operadores lineares sobre W serã sim 
bolizado por L(\V,\V); diremos tambêm que L(W,\V) ê o esp! 
ço dos tensores de 2a. ordem .. 
Se ·{~r} 
fEln 
rã base de L(\V,\V), onde 
ê base de IV, · {~r ® ~11 } f,IIEin 
se 
® e o produto tensorial. Se {~r\.Er 
n 
ê base dual de {~r} 
fEI n 
. {!!r 11 
e - ® ~ } r IIEI 
' n 
serão bases de L(\V,\V). 
Assim qualquer tensor de L(W,\V) pode ser 
sentado por: 
2.0.5 Derivação covariante 
repr~ 
A derivação covariante e representada por uma vir 
g. 
gula, seguida do Índice correspondente a variãvel de deriva 
çao. Quando a derivada covariante se restringir a deriva 
ção parcial, então, no lugar do Índice aparecera a prõpria 
variãvel correspondente a derivação. 
2.0.6 Gradiente de campo vetorial 
usare 
mos, segundo a conveniência, os seguintes símbolos para re 
presentar o gradiente do campo!: grad ! 
e_.= ip8 'n e ®: e . 
Ll -Q -t,. 
2.0.7 Divergincta de um campo tensorial 
Seja T 
Do mesmo modo, segundo a conveniência, usaremos os 




2.0.8 Laplaciano de um campo vetorial 
O Laplaciano de ip IEn__,. W, sera denotado por: 
~ 
v2! = ipíl, li . . , li ~íl = ip , li íl, li eíl 
e' 
V~! = v2v2t = ipíl,ll: e . = ip , li: eíl , li::. -íl íl, li::. 
2.1 DEFINIÇÕES PRELIMINARES 
2. 1 . 1 Campo tensorial equilibrado 
Seja Ruma região do espaço euclidiano IEn R 
significarã em todo o trabalho, uma região limitada, pode~ 
do ser aberta ou fechada. Indicaremos por R uma região 
aberta e por R o seu fêcho. As regiões R serao conside 
1 ~ radas regulares, conforme Kellog 
Seja um campo tensorial !; R C[n. 
T: R + L(\V,IV). 
T e um c.ampo .ten1;oiúal é.q1.u.l.i.b1tado l 
em R ./; e T E C l ( R) e d i V T = Q, T = TT Onde TT 
.t1tan1;po1;.to de T. 
e o 
Um campo tensorial ê dito ser equilibrado em R se 
e somente o fÔr equilibrado em R e fôr continuo em R. 
2. l . 2 Campo tensorial aüto-equilil:rrado 
Suponha que! ê um c.ampo .ten.1;011.ial equilib1tado em 
R. E.1;.te c.ampo 1;e1ta dito 1;e11. au.to-equilib1tado em R, 1;e o 
ve.tolt ~(S) = f ! ~ dA 1;e anula1t 1;ob1te .toda 1;upe1t6lc.ie S, 
s 
1tegula1t e 6ec.hada e.antida em R. 
Pode-se afirmar ainda que se Rê uma região reg~ 
lar, cuja fronteira consiste de superfícies fechadas S (p = p 
= l, 2, ... N), e se ! ê um campo tensorial equilibrado em 
R, então Tê auto-equilibrado se e somente se L(S )=O; p = 
- - p -
=1,2, .•. N. 
1 2. 
A demonstração deste teorema pode ser encontrada 
2 
em Gurtin· 
2. 1 • 3 Regiões Perifrãticas 
Dizemos que uma região R CEn é perifrãtica se 
e somente se essa região contem uma superfície S envolven 
do pelo menos um ponto não pertencente a R. Uma região p~ 
rifrãtica contem "buracos"; por exemplo, a casca esférica: 
R = {!1 a< 1!1 < b} e perifrãtica, enquanto que a bola a 
berta: R = {!11!1 < b} não o é. Note-se também que uma 
região é perifrãtica apenas quando sua fronteira 
de mais de uma superfície fechada. 
2.2 REPRESENTAÇÃO DE BELTRAMI PARA O ESPAÇO 
N-DfMINSIONAL (3 ~ n < •). 
consiste 
EUCLIDIANO 
Inicialmente apresentaremos a solução da equaçao 
div ! •O,!• !T, ! e C
1
(R), pela aplicação direta do Te 
orema do Potencial Vetorial. 
1 3. 
Sendo Tum campo tensorial equilibrado em R nao - . . . 
perifrãtica, então, a aplicação do teorema do potencial ve 
torial nos mostra ser necessãrio e suficiente que T seja da 
do por: 
(2.2.1) 
com a condição: 
(2.2.2) 
A condição de simetria sobre I determina que (bfl/iA _ 
de onde, pela repetição da aplicação 
mesmo teorema temos: 
(2.2.3) 
Por (2.2.2) vem: 
cn1:,Ar = _ cn1:,rA = _ c/inAr. 










de onde: somando (2.2.3) com {2.2.5) e subtraindo (2.2.4) 
vem: 
= cílliAr + cAOlir + cliAro = 2 bílliA ,r ,r ,r , ou: 
como: 
pondo 
cllliAr = O pela anti-simetria em A e r,teremos: ,Ar 
1 (cAOlir + clirAo). 
2 
1 5 • 
teremos imediatamente as seguintes propriedades para h= 
e 
(2.2.6) 
Substituindo bílàA na equaçao (2.2.1) temos: 
(2.2.7) 
A soluçio h e Gnica a menos de soluçio h tal que: o-
(2.2.8) 
1 Seguindo o procedimento de Truesdell podemos de 





r1rz ••. rn-2 à162 ••• ôn-2 ·2 orr1r2 r 2 
[2(n-2) !] · · · · · º.-
X 
X e·-;- hríl6E • àE6.1. •• ôn-2 
1 6. 
ou na representação mais compacta: 
e__ e __ (2.2.9) l - -.----







} e {A}= {t. 1 ... An_ 2 } , onde e e 




Contraindo a expressao acima com os. componentes de 
e ell.Ê{à} vem: 
enr{r} e"-Ê{à} A = ___.:_1 __ 
fr}ft} 2 
hriitiE = 1 
4 
[2(n-2)!] 
h rii ti E = ( p,!) ! ( !l?:?:l ! 
4 ( !]..:,<) ! (~) ! 








por (2.2.7) teremos: 
(2.2.11) 
onde ~. por (2.2.9), tem as seguintes propriedades: 
( l ) = (2.2.12) 
(2) A e anti-simétrico com relação a quaisquer pares de in 
dices dos grupos {r} ou {6}. 
Essa forma de representar a solução ~. aparece sem 
demonstração em Morinaga & Nôno 4 (1950). 
Devido a sua semelhança com a representação de 
Beltrami 
2
, iremos denominá-la de Rep4e-0entação de Belt4a 
m~ pa4a o e-0paço n-d~men6~onal. 
Para n=4 vem {6} = {6E} e {r} = {ríl}; para~. 
decorrente de (2.2.12) 1 temos: 




Para n=3, de (2.2.12) vem: 
A = Ats st 
e, 
Tkm = ekst empr A tr,sp 
18. 
(2.2.13) 
(Truesdell - 1959). 
(2.2.14) 
(Beltrami - 1892). 
Quanto a questão da continuidade de~. para !ECN(R} 
N+2 N ~ 1, deveremos ter~ E C (R). 
Como serã visto adiante, como decorrência de (2 . 
. 2.8) e de expressões posteriores, A serã único a menos de 
um campo A o-
l 9. 
tal que: 
A - O 
o {r}{t.},rs -· 
Deve-se ainda observar que se! tem a Represent~ 
çao de Beltrami em R CIEn, então! ê equilibrado em R; pois 
(2.2.11) ê solução da equaçao div T = O T = TT em R. 
20. 
CAPITULO III 
COMPLEMENTAÇÃO DA REPRESENTAÇÃO DE BELTRAMI 
3.1 TEOREMAS SOBRE REGIOES PERIFRÃTICAS 
A representação (2.2.11) originou-se da constru 
çao de um campo tensorial !, de ordem 2(n-2), a partir da 
solução~ da equação div ! = Q, sem levar em consideração 
a natureza da região R sobre a~qual foi suposta vilida are 
presentação. 
Poderemos ver contudo, que dependendo da natureza 
de R, a representação de Beltrami perde a sua generalidade. 
Se admitirmos que R ê uma região não-perifritica e 
Tê um campo tensorial equilibrado em R, então pelo teorema 
de Green vem imediatamente que: 
k (S) = f T n dA 
s 
= f div T dV 
R 
n = o ; S = aR 
21. 
V• medida do volume de R. 
Assim, se R fôr não-perifrãtica todo campo equili 
brado serã auto-equilibrado. Conclui-se então, que se e 
xistir campo equilibrado em R, que não seja auto-equilibr~ 
do, R serã necessariamente perifrãtica. 
Se, por outro lado, R fôr perifrãtica, então p~ 
de-se exibir um campo equilibrado que não ê auto-equilibr~ 
do em R. 
T = 
Seja: 
~-zlz ® zl 
lzln+ 2 
com l~I f O; À = cons t. f O 
e n >· 2; n = dimensão do espaço; 
(ver Apêndice A), div T = O. 
para todo ponto de 
Calculemos agora a integral: 
~(S) = f T n dA 
s 
onde s = a B 
B e uma bola-n com centro na origem. 
R 
22. 
o campo de vetores normais a fronteira de R sobre 
aB e : n ! e : =-
,~ 1 
~ ·~ (~ ® ~) À,X(X ® x)x 
~(S) f dA r - - - dA = n = = -s J~ln+2 s J~ln+3 
À,X ,~ 12~ À,X X 
= - f dA f - - - dA = 
' s lxln+3 s l~ln+~ ,.,. 
resolvendo a integral (ver Apêndice B) teremos: 
onde a ê o volume da bola-n unitãria. 
n Atravês deste e 
xemplo, podemos concluir que: 
Exi~tem campo~ equilib4ado~ que nao ~ao auto-equilib4~ 
do~ ~e e ~emente ~e R óÕ4 pe4i64ática . 
. ·O ·exemplo dado ê uma genera 1 i zação para 
o-dimensionais de um exemplo propo~to por Gurtin 2 
espaços 
23. 
Se um campo T admitir a representação de Bel trami 
.-
R' como foi em reg1ao Vi S to, ! ê equilibrado em R. Escolha 
mos para a função ~ aseguinte forma particular: A tem to 
das as componentes nulas, exceto as componentes da forma: 
A , e as componentes que diferirem desta por 
s .. s ... n r1ts ... n 
permutações sobre o grupo {4,5,6, ... ,n}. 
ma: 
Então Tê da for 
emrq45 ... n 
pondo: 
[(n-3)!] 2 A = a 
r1ts• .. n S45 ••• n rs 
ªrs = [(n-3)!]2 
= [(n-3)!] 2 




Seja Suma superfície fechada de dimensão 2 conti 
da em R, então: 
pondo: 




vem a integra 1: 
dA = f eksp 
s 
a rs,pq 
nm dA = f rot bk.n dA 
s 
que por corolãrio do teorema de Stokes e nula. 
Pode-se então enunciar o séguinte: 
n dA 
m 
Seja! um eampo tenJo~ial, o qual admite a ~ep~eJent~ 
çao de Belt~ami do IEn; Juponha-Je ~ tal que oli Únieoli eomp~ 
nenteJ não nulali Jãa da tipa: 
de!ite po~ pe~mutaçÕeJ da 
A ou di6e~em 
SctS• •• n r,.5 ••• n 
eonjunto'{4,5, ... ,n}; Então T 
ê auto-equilib~ada em !iupe~61eie 6eehada S de dimenliãa 2 
contida em R. 
25. 
Como todo campo que satisfaz as condições do teo 
rema citado e auto-equilibrado em superfície fechada S con 
tida em R, ou seja, sendo R perifrâtica e, como podemos exi 
bir um campo equilibrado que não seja auto-equilibrado em 
bola-3 contida em R, poderemos afirmar o seguinte: 
Seja Ruma 4eg-i.ão pe4-i.64ât-i.ea do eApaço euel-i.deano n-
-d-i.m e nA-i.o nal. Então ex-i.Atem eampoA equ-i.l-i.b4adoA que nao 
adm-i.tem a Rep4eAentação de Belt4am-i. n-d-i.menA-i.onal em R. 
3.2 REPRESENTAÇÃO GENERALIZADA DE BELTRAMI PARA O ESPAÇO 
EUCLIDIANO N-DIMENSIONAL. 
Independentemente da Representação de Beltrami n-
-dimensional, pode-se ter um campo equilibrado em R com a 
propriedade de ser bi-harmônico. 
Seja tum campo vetorial bi-harmônico em R, ou se 
j a : 
e em R, 
26. 
então e verdadeira a afirmação de que: 
(3.2.1) 
e equilibrado em Remais ainda, Te bi-harmônico em R. 
Temos: 
V.T = V2 [V.{Vt)J + V2 [V.(Vt)T] - v.[VV(V.ie)] 
V. [vv ( V • ! ) J = V 2 [v ( V . ! ) ] 
substituindo as identidades temos: 
adicionalmente: 
27. 
Este ultimo resultado nos prova ser a represent~ 
çao (3.2.l) incompleta; no sentido de que essa representa 
somente campos equilibrados bi-harmônicos em R. 
Seguindo o trabalho de Gurtin vamos construir a 
seguinte representação: 
(3.2.2) 
onde A{r}{E} = A{E}{r} ; A é anti-simétrico relativamen 
te a qualquer permutação sobre os indices dos grupos {r} e 
{E}; A e: C
3
(R); • 1J! e: C (R) e V'!ê = o em R. Todo cam 
po que admitir essa representação serã dito admitir a Rep4i 
6entação de Belt4arn~-Gu4t~n para o espaço euclidiano n-di 
mensional. 
Vamos provar agora que a todo campo equilibrados~ 
ficientemente continuo em R, estã associada a representação 
(3.2.2) na mesma região. 
Com efeito, vamos introduzir o seguinte Lema: 
28. 
Seja. R clEn, n ~ 3, uma. lteglão me114u1tável e, 4eja. 
f e: cº(ii), f e: CN(R), N > 1 ; .,:. f: R + lR. Então a. equ~ 
ça.o v•g " f tem 4olução g e: CN+2(R). 
Uma outra forma do Lema e a seguinte: 
Se f e: cº{R) e f tem de1tlva.da. Holde1t-eontlnua. de olt 
dem N em R; então v•g • f te1tâ 4olução g (N+4) veze4 
Holde1t-eontlnua.mente dl6e1tenelãvel em R. Esta forma e de 
l 5 
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w = medida da fronteira da Bola-n unitãria; 
n 
p e g assim 
definidas são de classe cN+l(R) e cN+ 2(R) respectivamente; 
29. 
V 2 p • f; V 2 g • p e, consequentemente, V~g • f. Este pr~ 
cedimento decorre da aplicação sucessiva do teorema contido 
l 3 1 O 
em Courant & Hilbert , Helwig, G 
Pelo Lema, se V.T • Q. 
então existe campo tensorial f; 
que v~f - = !; ainda; de V.T = 
dado pela matriz .{fílt.} 









em R e! E C3 (R); 
fEC 5 (R) tal 
V~(V.f) = Q; f e 
se Te Holder- continua 
mente diferenciãvel em R, então f sera cinco vezes Holder-
-continuamente diferenciãvel em R 
5 












= [ ª" ,l!.] ,r] (f ; ) ,- ,r + 
+ 
Transpondo os termos da identidade chega-se a se 
guinte expressao: 








1 2 as condições (2.2.12) e (2.2.12) sao satisfeitas e, 
3 
~e:C(R). 
Se definirmos t por: t = 17.f; 
O:: 
= 17.(17.f) =~OE; 17\~ = 17~(17.f) = Q e ~ 
,,.o = for. 
't' , r, 
~ 
e: C (R). Subs-
tituindo A e~ na identidade, teremos para Ta seguinte re 
presentação: 
que e a equaçao (3.2.2) em componentes. 
32. 
Dos resultados obtidos podemos enunciar o segui~ 
te teorema: 
Seja. R CIEº uma. JLe.gi.ã.o me.11hu1Láve.l e heja. T um c.a.mpo 
te.nholLi.a.l e.qui.li.bJLa.do em R, a.di.c.i.ona.lme.nte. he. I E C3 (R) e.11 
tã.o T a.dmi.te. a. Re.plLe.h e.nta.ç.ã.o de. Be.lt1La.mi.-Gu1LU11 em R; i.h 
to ê; e.xi.hte. c.a.mpo te.nholLi.a.l ~ E C3 (R); 
da.de.h: A = A = A e A {A}{r} {r}{A} A1A2 ... A0-2 r1r2 ... rn-2 
ê a.11ti.~hi.mêt1Li.c.o ILe.la.Uva.me.nte. a. pa.lLe.h de. Zndi.c.e.h doh c.011 
juntoh {A} e {r}; e exi.hte c.a.mpo ve.tolLi.a.l ~ E C"(R) 
bi.-ha.lLmÔni.c.o em R ta.ih que.: 
Este teorema é uma generalização do teorema de 
Helmholtz, o qual decompõe campos vetoriais em campos har 
mônicos e campos cuja integral sobre superfície fechada e 
nula. 
Podemos extender o resultado acima para o caso 
33. 
nao homogêneo: 
div T = F F e: cº(R) em R (3.2.5) 
Basta para isto, adicionar ã solução geral da e 
quaçao homogênea associada a (3.2.5) 1 , uma solução partic~ 
lar da equação não homogênea. Uma tal solução pode ser do 
tipo (3.2.1), desde que se tome v•~ = F em R;(Gurtin-1963). 
Como foi comentado anteriormente, o campo~ dar~ 
presentação (3.2.2) ê único a menos de um campo 
0
~ tal que: 
A{ }{}=O. º l!. r •r3 
Representando A o-
a identidade (3.2.3) vem: 
por (3.2.4); oÍ = 'v. f o-






f tal que V. f = O o- e v- f = o o- . 
do tipo: 





l'.2 , .... 




f satisfaça a segunda condição, basta 
restringir as funções fnâ a classe das funções polinõmias 
homogêneas do 3Q grau. 
3.3 SIMPLIFICAÇAO 00 POTENCIAL A 
A expressao (3.2.2) para o espaço euclidiano te 
tra-dimensional ê a seguinte: 
onde 
35. 
Poderemos obter a partir desta representação, a 
representação de Gurtin para o ( 3 , escolhendo conveniente 
mente~ e~ : Se escolhermos um~. tal que os Ünicos com 
ponentes não nulos são da forma: A • 
S 4q 4 ' 
s,q = 1,2,3, com: 
A= ~(x 1 ,x 2 ,x 3 ), e um~ tal que: 
ljl- = const.; 
redefinindo~ por: a = A , teremos a simetria: a = 
sq s4q4 sq 
= a Com a escolha acima teremos: 
qs 
que e a representação tri-dimensional de Gurtin. 
Convem observar que a representação (3.2.2) para 
o espaço n-dimensional contem as representações de seus sub 
espaços. Essas representações são obtidas fixando-se res 
trições sobre~ e~ conforme o exemplo anterior. 
A representação (3.2.6), com A definido por (3.2 . 
. 4), nos leva a seguinte questão: Qual seria a forma de 
36. 
f de modo a termos A na forma particular: 
seja diagonal; (3.2.7) 
A = O se s I q ou t Ir e 
stqr 
A = O? 
4stq 
Escrevendo todos os componentes de A temos: 
A ,A ,A ,A ,A ,A 
4142 4143 4243 4123 4312 4231 
A ,A ,A ,A ,A ,A 
4223 4112 4113 4221 4331 4332 
A , A e A todos nulos; 
2312 2313 2321 
A ,A ,A ,A eA nao todos nu 
4141 4242 4343 1212 1313 
los. 










12 1 2 
A 





4 1 lt 2 
A 
lt 1 4 3 
A 
4 2 lt 3 
A 
4 1 2 3 




























fn,22 - 2 f23,23 
fll,33 - 2 fl3,13 
f22,11 - 2 f12,12 
f 3 3 , • • - 2 fa•,3• 
f lt • , 2 2 - 2 f2 .. ,2. 
f 11 , • 4 - 2 fl4,llt 
não todos nulos; 






4 3 4 2 
A 




4 3 3 1 
A 






4 1 1 2 
A 
1 2 1 3 
A 









lt 3 , 2 2 
1 1 , 2 lt 2 4 , 1 1 
= f + f 
3 3 , 1 4 l lt , 3 3 
= f + f 
24,33 f33,24 
= f + 
1t2,31t 31t,,42 
= f + f 
4 4 , 1 2 f-1 2 , 4 4 
= f + 
38. 
f24,13 = Q 
= o 
= o 
f2 3 ,42 
= o 
f21,14 = Q 
f34,23 = Q 
39. 
Se tomarmos para f, em um particular sistema de 
coordenadas cartesianas a seguinte matriz: 
1 1 1 2 1 3 1 4 
f (x4) f ( X 1 ' x2) f ( X 1 ' x3) f ( X 1 ' x4) 
2 1 22 2 3 24 
f (x1, x2) f ( X 3) f (x2, x3) f (x2, X 4 ). 
3 1 32 3 3 34 
f ( xi ' x2) f ( X 3' x2) f ( X 1 ) f (xl, x') 
4 1 42 43 44 
f ( X 1 ' x") f (x2, X•) f ( X 3' X 4) f (x2) 
3 3 , 1 1 1 3 , 1 3 
com as expressoes: f - 2 f 
1 1 , lt lt 2 2 , 3 3 2 3 , 2 3 
f f 2 f 
44,22 
f 




l 2, 1 2 
f nao todas 
identicamente nulas, as condições (3.2.7) serao satisfeitas. 
Do mesmo modo, para a representação tri-dimensio 
nal de Gurtin, escolhendo um f com a seguinte matriz: 
40. 
1 1 1 2 1 3 
f (x2) f (xi , x2) f (x1, x3) 
2 1 22 2 3 
f ( X 1 ' x2) f ( X 3 ) f (x2, X 3) 
3 1 32 3 3 
f (x1, x3) f (.x 2' x3) f ( X 1) 
com as expressoes: 
22,33 23,23 
f - 2 f f 
3 3 , 1 1 
2 f 
1 3 , 1 3 
e 
l l , 2 2 l 2 , l 2 
f - 2 f nao todas identicamente nulas, te 












Convem observar ainda que as simplificações dos 
potenciais são validas somente para um particular sistema 





FORMULAÇÃO DA EQUAÇÃO DO MOVIMENTO PARA O 
ESPAÇO-TEMPO TETRA-DIMENSIONAL 
41. 
EQUAÇÃO DO MOVIMENTO 
As equaçoes de campo para os meios contínuos sao: 
= Pf + div T ; T = TT equaçao do movimento 
(4.1.1) 
.. ai (grad ~) . aceleração X = -= + X campo da 
3t -
x = campo da velocidade -
p = campo da massa especifica 
f = campo externo (fôrça por unidade de massa) 
T = campo das tensões internas. 
~ + d i V ( p~) = 0 
at 
equaçao da continuidade 
(4.1.2) 
Por (4.1.1) 3 e (4.1.2) e usando a identidade: 
. . . 
div (p~ ® ~) = p(grad ~)~ + x div (p~) 
42. 
pode-se escrever o seguinte: 




p; ® ;)T . (I - p~ ® ~) = (T - (4.1.3) 
Pode-se escrever a equaçao (4.1.3) 1 numa forma 
mais simples sob o ponto de vista do Espaço-Tempo tetra-di 
mensional, o qual apresentaremos a seguir. 
4.2 ESPAÇO-TEMPO TETRA-DIMENSIONAL 
Seguindo o formalismo de Gurtin -3 , define-se o es 
43. 
paço-tempo tetra-dimensional por: 
ê o conjunto 
Associado a 
(') 
do por \V 
dos pontos do tipo X= (~, t); 
IEC'> temos o espaço translaçio 
que 
3e:1E 3 , tE(-00,00). 
\V(•), defini 
= \V X (-00,00), dim \V= 3; cujos elementos 
do tipo Y=(y,a); ~ e: \V, ae:(-00,00). 
(.) -
Em W esta 
sao 
defi 
nida de modo natural a operaçio (+) tal que, dados~= (~,a) 
e V = (y,13)' u + V = (~ + Y• f3 + a) . Tambêm es tã defini 
da a multiplicaçio por escalar tal que se: À e: IR e ~e:w<'>; 
u = (~,a); À u = (À~, Àa). 
~' y de 
(.) . 




par de pontos 
( .. ) 
IV tal que: 
V = (Y - ~) = ( V - X_, t - t ) "- y X 
X, -:f. e: V; t , t E (- 00 , "') 
- X y 
1v<'> e espaço produto-interno sob a operaçao (.): 
\V(•) x \V<•>__. IR definida naturalmente; se~. V e: 1v<•> 
U = (~,a), V= (y,13), U.V = u.v + af3. 
44. 
Um operador linear ou quadritensor, é transform! 
çao linear de 1v<"> em IV(\) ou elemento de L(\V(\) , w<">). 
Associado a cada TE L(\V(•), w<">) existe Ünico operador 
TE L(\V, \V), Ünicos vetores m e õi E \V e Ünico 




[ !!! ] ,. 
esta matriz é denominada de pa~ 
tição de! em 1v<•>. 
-Inversamente, associado aos vetores me m de V, 
l E IR e a TE L(\V,\V) existe somente um quadritensor T re 
presentado pela matriz acima. 
Define-se o transposto de T tal que: 
[~] 
45. 
4. 2. 1 
<-) 








( ~) k 
V CIE ; q, e: C (V), k >: 7 então 
q, e denominado de campo escalar. 
(~)IR 
O espaço das funções q, e denotado por:~ 
Campo Vetorial. 
V--+ IV<-) V CIE(~); V - e: Ck(V), k > : 1 então 
1--t, y (:~) V e denominado de campo veto -
ri a 1 . 
O espaço dos campos vetoriais e denotado por: 
46. 
(2.1.3) Campo Tensorial. 
'T' : f)-+ 
nado de campo tensorial sobre VCtE<•>. 
O espaço dos campos tensoriais e denotado por: 






Do mesmo modo: 
por: grad 
(') 
( 4 )IR 
IE --+-
a~ (A~. at) = 
gradiente de 
IE(•) .. IV(•)--
Define-se gradiente de~ por: 
~- grad ~ (.) = 
(•) (•) 
y e: IE •\V e definido 
IEC•>. L(\V(•), \V(•)); 
av 
grad V =(VV,e,. ® -=) = 






e ® ~r); 
at -• 
~. e o vetor básico correspo~ 
dente a dimensão do tempo. 
(2.2.2) Divergência 
y = (y, a); define-se co 
mo divergência de y, a seguinte operaçao: 
div 
(•) 
V ............ div (•) V =V.V+ ela 
at 
-
A 'r estão asso 





T e: IE ( ~ ) • L (\V , IV ) ; ~ , iii e: IE ( ~ ) • IV 
A divergência de um campo tensorial e definida por: 
div <"> 
1' f--+ div 1' 
(•) 
tal que: 
div (!T Y) = y.div(•) 1'. e•> 
para todo 
Dai, usando a definição de divergência de 
vetorial vem: 
= v.(!T v +ma)+ 1-- (~.y + Ãa) 
j) t 
por definição: 
V.(TT y) = y.(V.!) logo: 
div {'l'T V).= v. (v.T + am) + a(v.m_ + ~) = e•> - - - - at at 
= 
-
y. ( v. ! + am , at v.m + ~) at 
para todo y; então, pela definição acima: 
campo 
4.3 




EQUAÇÃO DO MOVIMENTO NO ESPAÇO-TEMPO 
Pelas considerações anteriores, associado a: 
T-pXCX> 
3 • 3 JR x e: IE + L (IV ,\V) , - p x e: IE ~IV e - p e: IE , - . 




[! J (o] 
(O] O 
e~> 
X = (~,t)e: IE 
mos: 
50. 
[I - P x ® ~J [- p ~] 
['.!: - P X ® ~] ,. 
[- p ~] - p 
Pela definição de divergência no espaço-tempo te 




(p!), - ôP - div(p~)) = (- p f, O) 
at 
Em consequência, pode-se escrever a equaçao do movimento na 
seguinte forma: 
div (! - p x @ ~l = - P f 
<-> 
com f = {f 1 ,f 2 ,f 3 ,0} 
(4.3.1) 
Por hipótese, admitiremos que T - p X @ X se 
ja continuamente diferenciãvel em região R do IE<->. 
51. 
Supondo-se existir t = t(~), tal que f =·{-V$,O}, 
e usando a identidade: 
p grad t = div (p $ !) - $ grad p 
(4) (4) (4) 
onde I ê a identidade de L(w<'), w<
4
>), chega-se a seguinte 
equaçao: 
d i v ['!' - p ( ~ ® X + t ! ) J = - t g r a d p 
(4) (4) 
(4.3.2) 
A preferência em usar-se uma ou outra forma depe~ 
derã da particularidade do material ou do movimento, como 
sera visto posteriormente. 
52. 
CAPITULO V 
INTEGRAÇÃO DA EQUAÇÃO DO MOVIMENTO 
5. 1 INTEGRAÇÃO DA EQUAÇÃO DO MOVIMENTO BI-DIMENSIONAL 
A representação de Beltrami-Gurtin permite obter 
de imediato, uma integração da equação do movimento bi-di-
mensional em regiões limitadas do espaço-tempo tri-dimen -
sional. Para regiões ilimitadas, deve-se previamente fi-
xar restrições sôbre os campos em jogo, por exemplo; o com 
portamente destes no infinito. 
Seja a equação do movimento no espaço-tempo tri-
dimensional: 
. . 
div( 3 )(! - p~ ~ ~) = -pf (5.1.1) 
ou: 
X= {x 1,x 2,t}; X ={xl,x 2,l}; f = {fl,f2,0} 
t = t(xl,x2); I e a identidade em L(W, W) 
r11 r12 0 
r21 r22 0 
o o o 
53. 
; Admitindo-se que sejam vãlidas 
as hipõteses de continuidade so 
bre os campos relacionados ao movimento, pode-se aplicar o 
teorema de Representação de Beltrami-Gurtin para o [( 3 ) re-
sultando as seguintes expressões: 






grad (div ~); 94 ,p = 
(3) (3) 
- pf_; a .. 
l. J = aji; 9




Igualmente, para a equaçao (5.1.1) 2 , o primeiro 
membro de (5.1.2) 1 toma a forma: T - p(8 ® 8 + t!); enquan-
to que para a equação (5.1.2) 2 teremos a forma:9 4! =-tgradp 
3 
As componentes de T - pl( ® X são os elementos de 
matriz: 
[ Tu 
- •12 r12 - pili2 - p il pX 
T 21 px2il r22 •22 pi2 pX 
- pi1 ~ pi2 - p 
; 
Desdobrando {5.1.2) em componentes vem: 
54. 
- ( d i V 1J'.) 'km e: v2wk = - pfk, de onde (ver apêndice C), 
( 31) 
para k,m=l,2,3vem: 
- p . • 
(3) 
•k 
- p l( 
k .. 
=e 1 eJg(a .. -a .. lJ,g3 3J,1.g 
) + V 2(wk,3 + "'3,k) 




km •k•m ki mj - px x = e e (a .. 33 + a 33 .. ) + l.J, ,l.J 
,k,m=l,2. 
( d i V 2) 'km 
(3) 
Escolhendo para~ um sistema particular de coord~ 
nadas cartesfanas x-y-t, a forma diagonal.teremos (ver a -
pêndice C) o seguinte resultado: 
p = a + a - 2v 2w + (div tl tt 
1,YY 2,XX t,t (3) , 
. 
V 2 ( tj, + wx,t) (div 11! ) - p l( = - a + -2, xt t,x ,xt (5.1.3) 
( 3) 
• v2 (w tj,y. t) ( d i V t l, yt - p IJ = - ª1 + + -• y t t,y 
(3) 
55. 
T - px2 = - A, + a + 2V 2tj, - (div tj,) 
XX yy 2, t t x,x (3)- ,xx 
T - py2 = - A, + ª1,tt + 2v2tj, . - (div tj,) (5.1.3) yy XX y,y ( 3) - , YY 
T •• A,xy v2 (tj, + tj,y, X) (div tj,) - -,p x.y = + -xy x,y (3)- ,xy 
v4tj, = - pf ' 
v4tj, = - pfy e v4"' = o X X y t 
Para a equaçao (5. 1.1) 2 teremos a representação: 
T - p ( i2 + ~ ) = - A, + ª 2, tt + 2V 2 tj, - ( di V tl XX yy x,x ,xx 
( 3 ) 
T - p ( y2 + ~ ) = - A, + ªi,tt + 2V 2tj, - (div tj,) yy XX y,y (3)- ,yy 
v4tj, = - ~P,xi v4tj, = - ~P,y v4tj, ··= - ~ p, z (5.1.4) X y t 
O restante das equaçoes serao idênticas as equa-
çoes correspondentes do primeiro grupo. 
Observando os dois grupos de equações, as partes 
referidas aos potenciais a
1
, a 2 e A são exatamente as cor-
respondentes da solução de Truesdell para a equação(5.1.1) 
onde êle considerou o caso particular em que f = g. 
No caso de movimento estacionário teremos a solu 
56. 
çao particular: 
P = a + a 
1,YY 2,xx 
• 
- p~ = 
(5.1.5) 
• - P!f = 
T - p i2 = - A• + 2v 2w - (div w), XX yy x,x - XX 
T - py2 = 
YY 
T • • - p ll.!f = xy 
v" w = - pf X X 
v"w = - pf y y 







+ 2 v 2,j, - (div 1), y,y ( 3 ) YY 
v2(1/I + 1/ly ,x) {div1), + -x,y ( 3) xy 
resultados semelhantes sao obtidos das e-
quações correspondentes a equação ( 5. 1.1) 2 
r importante notar que se!= cte .e o movimento 
estacionãrio, teremos a forma simplificada: 
p = a + a 
1,YY 2,xx 
• 
pll. = o 
5 7 • 
• PIJ = 0 
T = - A 
XX 'yy 
Tyy = - A 'xx 
Txy = A,xy que e a solução de Airyl, 
Particularizando a solução ao material, pode-se ela-
ramente ver que te bi-harmõnico se o material for imcompr~ 
sivel ou se f for de ordem superior a ordem das forças em 
consideração. 
5.2 INTEGRAÇÃO DA EQUAÇÃO DO MOVIMENTO TRI-DIMENSIONAL 
Para movimentos tri-dimensionais, temos: 
. . 
div o: - p~ ® 
( 4) 
~) = - pf ou (5.2.1) 
. . 
div [!' -p(~ ® X + 4> ! ) ] = - 4> grad p ; 
(4) ( 4) 
{xi x2 x3 t} 
. 
{xi x2 x3 n {f1,f2,f3,0} X = ; X = ; f = • ' ' ' ' ' ' 
58. 
t = w(xl,x2,x3) • I ê a identidade de 
L( \V(4)' \V(4)), e 
T 1 1 r12 r13 o 
r21 r22 r23 o 
[ !] = 
T 31 T32 T33 o 
o o o o 
Admitindo-se do mesmo modo a validez das hipõte -
ses de continuidade dos campos em jogo, podemos aplicar ao 
problema o teorema de Representação de Beltrami-Gurtin .do 
[(4 l, chegando as seguintes expressoes: 
- grad grad (div tli 
(4) (4) (4) 
; .,2 = div grad 
(4) (4) 
(5.2.2) 
Relativamente a equaçao (5.2.1)2,no primeiro membro da equ~ 
ção(5.2.2. Jl teremos: 
. 
T - p(~ ~X+ t!)i enquanto que a equaçao (5.2.2.)2 terã a 




T 11 - • 1 2 PX r12 - p xl x2 T 13 - p xl x3 - p xl 
T21 - p x2x 1 r22 - '22 PX T23 - p x2 x3 - p x2 
T 31 - p x3 xl T32 - p x3 x2 T33 - • 3 2 PX - p x3 
- p xl - p x2 - p x3 - p 
Desdobrando (5.2.2)1 em componentes vem: 
; 
e para a equaçao (5.2.2) 2 vem:v'+I// = - pfr, onde 
Substituindo os Tndices r e A por 1,2,3 e 4 (ver apêndice D) 
vem: 
- p 
k = 1,2,3 e: 
60. 
, k,m = 1,2,3. 
Escolhendo para A (ver cap.III) um campo tal que 
A = ô A · A = O; m,g,r = 1,2,3 e A - O 4p~n pn 4p4p ' 4mgr mngr 
sem# g ou n ~ r, definindo: 
' A4 = 2A 2323 
A 5 = 2A e A6 = 2A e particularizando a represe~ 
l 3 13 1212 
tação para um sistema de coordenadas cartesianas x-y-z-t 




• PY = 
(div ! ) 'tt 
( ~) 
A~ -v2(,p +,p )+(divt),t 
xt t,x x,t (
4
) x 
A~yt - v2(,pt + ,p t) + 
'y y' 
61 . 
• pZ = A~ ~ v2 (w + w ) + zt t,z z,t (div w), - zt 
( .. ) 
T -px 2 =A 2 +A 3 +A" +2v 2w -(divw), 
XX 'zz 'yy 'tt x,x - XX 
( .. ) 
T - p y 2 = A 3 + A 1 + A 5 + 2 V 2$ - ( d i V w ) , YY 'xx 'zz 'tt y,y - yy 
('+) 
T - p z 2 = A 2 + A l + A 6 + 2V 2w - ( d i V w) , zz 'zz 'yy 'tt z,z - zz 
( .. ) 
T • • A3 v2(wx,y + wy,xl (div w), - p x.y = + -xy 'xy - xy 
< .. ) 
(5.2.3) 
T • • A2 + v2(wx,z + wz,x) ( d i V i l • xz - p x.z = -xz '~z 
< .. ) 
T -pyz=A 1 +v 2 (w +w )-(div,1,), yz 'yz y,z z,y ~ yz 
< .. ) 
Adicionalmente vem: 
62. 
v4,j, = - pf . V 4,j, = - pf • X X y y 
(5.2.4) 
v4,j, = - pf v4"' = o z z t 
Observe-se que a solução acima, a menos da parte 
l 
bi-harmônica e a solução de Truesdell para o caso homo-
geneo em que f = O 
Para a equação (5.2.1 )2, o primeiro membro das 
expressões (5.2.3)5, (5.2.3)6, (5.2.3)7 tem a forma: 
T -p(x2+$) 
XX 
T - p(y2 +$)e T - p(z2 + t) 
YY zz 
(5.2.5) 
respectivamente, permanecendo inalteradas as equações res-
tantes. As equações correspondentes do sistema (5.2.4) te 
rão a forma: 
e 
= - <j,p • t • (5.2.6) 
63. 
5.3 CASOS PARTICULARES 
Se examinarmos o caso estacionãrio, as equaçoes 
(5.2.3) se reduzem a: 
- p 
• p )( 
= A4 + AS + A6 
'xx 'yy 'zz 
= - v2,p t,x 
• , p y = - V 2,p 
t,y 
• • PZ = - V 2,p t,z 
T - p x 2 = A~ + A 1 + 2v 2 ,p - ( d i v !I! ) , 
XX XX YY x,x XX 
(4) 
T - py2 = A1 + Al + 2v2,p - (div !J!), 
yy XX ZZ YoY ( 4 ) YY 
T - pz2 = A~ + AI, + 2v2,p - (div t), 
zz zz yy z.z zz 
(4) 
(5.2.7) 
As equaçoes (5.2.3)8, (5.2.3)9 e (5.2.3)10perma-
necem inalteradas, o mesmo acontecendo com as . -equaçao 
(5.2.4). 
64. 
O caso particular de movimento estacionãrio em que 
~ = cte conduz a equações da forma: 
- p =A" +AS +A6 
'XX 'yy 'ZZ 
• pX = 0 • • p!f = o • ; pZ = 0 
T =A2 +A3 
xx 'xx 'yy 
T = A3 + Al 
yy 'xx 'zz 
T =A2 +Al zz 'zz 'yy 
que ia solução de Airy generalizada para o caso tri-dimen -
sional 1 • 
Para materiais incompressiveis, relativamente ao 
grupo (5.2.S) resulta: 
v4 1f, = D 
y 
• v4,,. = D • ... z 
! e campo bi-harmônico. 
65. 
e 
Igualmente! serã campo bi-harmônico provado que 





Como se pode observar, as equaçoes obtidas pela 
aplicaçio do teorema de Representação de Beltrami--Gurtin 
constituem aparentemente um sistema de equações diferenci 
ais parciais. 
Em todos os sistemas de equaçoes obtidos,os pri 
- . . meiros equaçoes, especificamente, as equaçoes em P, px,py 
• e pz em (5.2.3), permitem por uma integraçio relativamen-
te ao tempo, obter explicitamente a posição das. parti cu -
las x, y e z como funções dos potenciais vetoriais e ten-
soriais; nominalmente, das F~nções de Tensio. 
A substituiçio das funções x, y e z nas equa -
çoes restantes, conduz a um sistema de equações integro -
diferenciais nas Funções de Tensio. 
O grau de complexidade de um tal sistema depen-
de do material particular, isto ê, do seu funcional cons-
titutivo. 
Em geral mesmo para os materiais mais simples~ 
67. 
equaçoes sao extremamente complexas; essa complexidade con-
tudo, não impede, diante das grandes perspectivas de aplic! 
ção na pesquisa de soluções, que o tratamento ora apresent! 
do deixe de ter grande importância. 
Quanto ao procedimento seguido; a equaçao do movi 
mento formulada em termos de espaço-tempo, permite tratar 
com uniformidade todos os problemas dinâmicos, tanto esta -
cionãrios quanto não estacionãrios. A forma de representa-
ção da solução, difere nesses dois casos apenas quanto a 
simplificação de algumas parcelas de representação, abran -
gendo no entanto o mesmo número de potenciais. 
Convem observar, que o potencial vetorial!• e 
calculado através de equações bi-harmônicas homogêneas e nao 
homogêneas, as quais tem solução; sob as condições do Lema 
(capitulo III). 
Estritamente, os resultados aqui apresentados sao 
vâlidos sõmente para Espaços-Euclidianos, isto ê,espaços de 
curvatura nula. A dedução de muitas equações durante a ex-
posição, dependem da troca da ordem da derivação covarian-
te, o que sõ ê permissivel, quando o tensor de Riemann e 
identicamente nulo. Truesdell 
l 
expos uma série de consi-
derações sÕbre espaços Riemanianos de curvatura constante e 
variável. A importância dos resultados expostos por Trues-
68. 
dell e a sua aplicação imediata na pesquisa da representação 
para a solução da equação do equilTbrio das cascas e placas 
1 6 
para o caso de deformações finitas 
As equações correspondentes a integração da equa -
çao do movimento nesse caso, contem propriedades do espaço 
particular, como é o exemplo da solução geral para espaços d! 
l 
curvatura constante , a qual contêm explicitamente a curva 
tura escalar daquele espaço. 
Os resultados efetivos deste trabalho; as soluções 
para movimentos bi e tri-dimensionais, podem com certeza ser 
considerados como ponto de referência para a pesquisa das so 
luções especiais da equação do movimento para os meios contT 
nuos. 
Seguir diretamente uma solução geral, nao é geral-
mente um meio eficiente de pesquisa da solução para ·teorias 
de materiais particulares. Por exemplo, a conhecida solução 
de Neuber-Papkovich da elasticidade linear fornece a mais p~ 
tica aproximação da solução para problemas especiais. Quando 
porém, a elasticidade linear e as teorias prÕximas desta, d! 
ferirem da teoria em questão, como ponto de referência deve-
se recair na solução geral, como ferramenta de comparação de 
vãrias teorias existentes. 
69; 
APt'.NDICE A 
CALCULO DA DIVERGÊNCIA DO CAMPO TENSORIAL 
T = 
div T 















(n+2) ~ . 
l~l2n+4 
Substituindo temos: 







g ra d ( - - ) = -




Substituindo (A. 2) e (A. 3) em 
À (~ 
div I ~ ® ~ -= 
l~ln+2 
(n + l)(~, :)~ (~ • :)~ 
+ -~~~~~~ = -~-'=' 
• 
( A • 1 ) vem: 
~) ( n + 2)~ 
lzln+4 





= l [- (n + l)(~. z)+(n+l)(~. :)]~ 
1~ 1 
Para todo zER; J~I~ O então: div T = Q em R. 
71. 
APtNDICE B 
CALCULO DA INTEGRAL 
L ( S) = l 
aB 
( B • 1 ) 
Ã•X X - - dA; Bê a bola-n com centro na ori 
gem de um sistema de coordena-
das cartesianas ortogonais. 
S = aB = fronteira de B. 
Para um si s tema d e coordena d as p o 1 ares d e IE n te -
mos as seguintes equações: 
x1 = r cos 9 
1 
x2 = r sen 8 1 cos 8 
2 
x = r sen 8
1 
sen 8 2 cos 8 3 3 
)( = r sen 8 sen 8 sen n-1 2 2 
)( = r sen 8 sen 8 sen n 1 2 
então: 
8 sen 8 cos 8 
3 n-2 n-1 
8 sen 8 sen 8 
3 n-2 n-1 




sene cose e + ... + sene sene 
2 3 -3 1 2 
+ sene sene ... sene 2sene 1 e ) 1 2 n- n- -n 
72. 
( B. 2) 
sene cose e· 
n-2 n-1-n-l 
onde {~íl} é base ortonormal. O elemento de ãrea neste 
ílEin 
caso ê dado por: dA = l~ln-l senn-2e
1 
senn- 3e2 
( B. 3) 
Substituindo (B.2) e (B.3) em (B.l) resulta: 
L ( S) = - l (Ã • ~)~ dw n' dw = elemento de ãrea de bo n 1 a -n unitãria. aB 
Então: 
L ( S) r:en-2r::n_l(~·~)n senn-2elsenn-3e2 
o o 
X • • • 




senen_2 ~= const #Opor hipõtese. 
As integrais da equaçao (B.4) dividem-se em dois 
dw 
n 
íl # 6. 
( B. 5) 
As integrais (B.S)l sao todas nulas; se fizermos 
o produto das componentes de~· as expressões do tipo níln
6 
conterão produtos do tipo coseílseneíl; pela multiplicação JDr 
dwn resulta coseílsenº-íleíl; cuja integral no intervalo[o.~J 
e nula. 
Calculemos agora as integrais do tipo (B.5) 2 ; Pa 
ra íl = 1 vem: 
'"• • 2,,,j',,,,,,,,,•-20,do,, Jsen°- 3e2 de 2 ••• 
o o 
[ m'• dO a 
• 
r(J) r (~) 
r(p:1 + ;) 
onde r e a função de Euler. 
, p = 0,1,2, ... 
Substituindo as integrais temos: 












2 • • • X 
n-p-1 cos 2 e sen e de p p p X 
ln n-p-2 x O sen ep+l dep+l x ••• 
2 f p ~ n-1 . 
lo
,r 







p = 0, 1,2, ... ,n-1 
L ,, ,: 
2 
Substituindo as integrais resulta: 
dw 
n 




Substituindo os resultados em (B.4) resulta que: 
l (! • !!)!! dw = À a onde n n 
aB 
21T 
r ( t) n-2 -a = e n 
n.r( I) 
o volume da bola-n unitãria. 
77. 
APtNDICE C 
DESENVOLVIMENTO EM COMPONENTES - CASO TRIDIMENSIONAL 
Para k,m = 1.2,3 temos: 





. 3 · 3 
- pX X = - p = e3ip e3jq a .. 
1J 'pq 
; i,p,j,q = 1,2, 
= eip ejq a .. 
1J 'pq 
- px3ick - •k ekip e3j q = p l( = a .. 
1J 1 pq 
- (d i V ! ) , k 3 ; ekip e3j q a .. = ek3p 
1J 'pq ( 3) 
. 
' 
( c . 1 ) 
+ v2 {ij,k ,3 + lj, 3, k) 




3 J 'pq 
= 
- a . . ); substituindo esta identida-
J,1q3 
de vem: 
ej q (a .. 
1 J , q3 
- a . . ) + v2(,pk,3 
3J , iq 
; k,i,j,p,q = 1,2 ( e . 2) 
Para m,k = 1,2 temos: 
p,q,i,j = 1,2,3, 
ekip emjq a .. 
1J 'pq 
= ek3p em3q a 
3 3, pq 
+ e ki3 emj3 + a .. 
1 J , 3 3 
k3p mj3 + eki3 em3q + e e a . a. 
3J,P3 13,q3 
ki emj - e a .. 
1J , 3 3 
(a .. 33 +a .. ) -(ekp emj 
1J, 33,iJ 
substituindo esta identidade resulta: 
Tkm _ •k•m p l( l( = e k i e mj ( a . . + a . . } + 
1J,33 33,1J 
k,m,i,j,p,q = 1,2. 
79. 
( e . 3} 







, a forma diagonal 
1 
, ou seja 
80. 
aij = 6ij ªii, i = 1,2,3, definindo: a 11 = ai, a 22 = a 2 , 
a 33 = - A, teremos para (C.l): 
ou: 
Para (C.2) vem: 
,k 
px 
(div tl'k 3 
( 3) 




= - ª2 13 + v2(.,,1,3 + "'ª' 1) - (div ,i,_)d3 ( e • s) 
, (3) 
- p ·x2 = - a 1 2 3 + r; 2 ( ,i, 3 , 2 + lj, 2 , 3 ) - ( d ; v ~ ) , 2 3 
' (3) 
Para (C.3) temos: 







r22 - px2i2 = a 1 33 - A, 11 + 2r;2,j,2•2 - (div )!!)•22 
( 3) 




( e . 6 l 
( 3) 
(C • 7) 
(e. s l 




DESENVOLVIMENTO EM COMPONENTES - CASO TETRA-DIMENSIONAL 
A equaçao (5.2.2) em forma componente e a segui~ 
te: 
- (div t)'rt. 
( 4) 
Variando os indices de 1 a 4 teremos: 
- p 
ou 
- p = esmn epqr A + 2v2~4,4 - (div 9!)'44 
mnst,np ( 4 ) 
( D • 1 ) 
83. 
onde: 
onde os indices gregos remanescentes tomam valores do con -
junto {1,2,3} , Substituindo estes indices pelos indices@ 
tinos e agrupando os termos convenientemente resulta: 
- eksm epqr(A - 2A ) ; 
smqr,p4 4mqr,sp 
Substituindo esta identidade vem: 
•k 
- p X = - eksm epqr(A - 2A ) smqr,p4 4mqr,sp 
+ <;7 2 ( ij, k' 4 + ij, '+ 'k) - ( d i V j,) ' kl+ i k = 1 , 2 , 3 
( .. ) 
Parar,ll=l,2,3 temos: 
Tkm _ •k•m pX X = 
vZ(ij,k,m + ,,,m,k) - (div tl'km , k,m = 1,2 ,3 
( .. ) 
com: A,E,~,f,íl,A,~ = l ,2,3,4. 
84. 
(D. 2) 
Analogamente ao desenvolvimento da identidade anterior che-
ga-se a : 
= 4ekpq emsn A 
1tq1ts,pn 
ekpq emsn A 
pqsn,'+i+ k,m,p,q = 1,2,3. 
Substituindo a identidade resulta: 
T
km _ ,·k,m 
PX X 
85. 
(D • 3) 
Escolhendo-se para~. um campo tensorial particu-
lar tal que: 
; A = O '+mqr 
; m,q,r, = 1,2,3 e 
86. 
A = O mnqr sem# q ou n # r e pondo: 
AP=A ,p=l,2,3 ,A 4 =2A2ataA 5 =2A1313 e 4p4p 
A6 = 2A 1212 teremos: 
esmn epqr A = esmn epmn A = mnsr, sp mnmn, sp 
= A mnmn,sp A mnmn,ss m # n , 
+ 2A 2 3 2 3 1 1 = A ~ 11 + A r 2 2 + A ? 3 3 
• 
Por (D.l) teremos 
n # s 
- P = A~11 + At22 + A?33 + 2v2,p4,4 - (div t),44 
(4) 
Da identidade: 




_ eksm epsm A = _ A 
smsm,p4 smsm,k4 s # m , s # ki 
por (D.2), para k = 1,2,3 resultam: 
- PX 1 = - (A2323 + A3232),i4 + 2v 2 (w 1 • 4 + w4 • 1 ) - (div 1) • 14 
(4) 
pxl = A~ 14 - ,;,2(wl,4 + tj,4,1) + (div !),14 
( 4) 
(D • 5) 
- PX 2 = - (A1313 + A3131),24 + V2 (,j, 2 • 4 + ,j, 4 • 2 );- (div !)• 24 
(4) 
px2 = A~ 24 - ,;,2(w2,4 + ,j,4,2) + (div 1 ),24 
( 4) 
e: 




Por (D.3); param= k vem a identidade: 
ekpq emsn A 
pqsn,'+'+ 
= 4 ekpq ekpn A + 
i+pi+n,qn 
= 4 A + 
'+p'+p,nn 
ekpq ekpq A 
nik , pFk p;&k • qjk 
donde, pela mesma expressao vem: 
Tll - P"'l
2 
-- 4 A 4 A '+2'+2 33 + '+3'+3 22 + • • 
A 2 3 2 3 '+ '+ + A 3 2 3 2 '+ 4 + 217 21/1 1 '1 - ( d i V ~ ) 'l 1 ; 




-- 4 A 4 A A 4141 33 + 4343 11 + 1313 44 + 
88. 




+ 'l 2,p 2 • 2 _ ( d i V ,p ) , 2 2 , 
(4)-
89. 
3 3 '3 
2 
T - plt = 4 A4141 22 + 4 A4242 11 + A1212 44 + A2121 44 
• • • 
(D .1 O) 
Se m;,!k; 
( kpq msn ksn mqp) A + kpq msn 2 e e + e e 4npq,s4 e e Apqsn,44 = 
= 4 ekpq empn A 
4p4p,qn 




= - 4 ôkn ôqm A = - 4 A , 
4p4p,qn 4p4p,mn 
p#m, n;,!m, p#n, 
Novamente, por (D.3) resultam: 
+ "'2,1 ) - (div t)'12; 
e 4) 
r12 _ pxlx2 = _ A~ 12 + v2(w1,2 + wl,2) _ (div w)'12 e 4 )-
(D.11) 
- 4 A4242 13 • 
+ v2(wl,3 + ,j,3,1) - (div t)'l3 , 
e 4) 
Tl3 - pxlx3 = - Afi3+ v2(,j,l,3 + ,j,3,1 ) - (div 1)'13 (D.12) 
(4) 
• 
- 4 A4141 23 • 
+ ,j,3,2 ) - (div 2) 23 
e 4) 
T23 - px2x3 = - A\ 23 + v2(,j,2,3 + ,j,3,2) - (div t)'23 (D.13) 
e 4) 
91. 
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